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PRACTICA 2

2.1

(i) (a) Sea f(z2) = u(z,y) + iv(z,y) holomorfa en un abierto G C C . Probar que el producto
uv, de sus partes real e imaginaria, es una funciéon arménica en G. Si dos funciones son
armoénicas j, lo es necesariamente su producto 7.

f(2)—f(z0) si oz ;é 2
(b) Sea la funcién g(z) = z—20 ] ¢ giendo f holomorfa en un conjunto abierto
f(z0) st z=2,

D C C tal que z, € D, se pregunta:
., Es la funcién g continua en z, ?
i, Es la funcién g holomorfa en D ? En caso afirmativo, obtener ¢’(z) para z € D.

(ii) Calcular la integral I = f7 zfg ((zz dz, en donde 7y es un camino cerrado y simple (sin puntos dobles)
recorrido una sola vez en el sentido positivo (contrario a la agujas del reloj) que limita un recinto
D que contiene el punto z = 0. Las funciones f(z) y g(z) son analiticas en C. La g(z) no se

anula sobre v y sus ceros contenidos en D son simples y distintos de 0.

(iii) Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) una funcién analitica en C. Supongamos que v(z,y) = h(u(z,y))
siendo A : R — R una funcién derivable en R, con derivada continua. Demostrar que entonces
f(2) debe ser constante en C.

(iv) Hallar todas las funciones holomorfas, f(z) = f(z + iy), cuya parte real u(z,y) sea de la forma
u(z,y) = (3z + by) siendo ¢ : R — R una funcién derivable y con derivada segunda continua,
a determinar. Expresar f(z) en términos de z.

(v) Determinar una funcién holomorfa, si existe, tal que su parte real sea: e®(z cosy—yseny) +ﬁ.

2.2

Determinar el dominio de convergencia de las siguientes series funcionales:
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2.3

(i) Justificar razonadamente donde es derivable la funcién f(z) = log(2 + 2z — 2?) y hallar, si
existe, el desarrollo de la misma en serie de potencias positivas de z, determinando el disco de
convergencia de la serie obtenida.

(ii) La funcién f(z) = (log(1—(1—1)z))/z no esta definida en el punto z = 0 pero se puede convertir
en una funcién holomorfa en un entorno de z = 0 dando a f(0) un valor adecuado, en este caso
la derivada décima de f(z) en el punto z = 0 vale:

A: 25101(1+4)/11  B: —25101(1+4)/11 C: 2°10Y(1 —i)/11
D: —2°10!(1 —4)/11 E: 2°(1+4)!°/10!  F: no existe



2 Practica 2

(i) Sobre la serie de potencias Y~ anz" sabemos que converge en zy # 0. ; Qué relacién existe
entre el radio de convergencia de la serie y |2g] 7

4 5 4 5
(ii) Desarrollar f(z) = zz—:—l y g(z) = ﬁ, en potencias positivas de z — 1 y determinar sus
dominios de convergencia.

5z
5, obtener el desarrollo de f en serie de potencias positivas de z — 1y en serie

iii) Sea f(2) = ————
(i) Sea 1(2) = =
de potencias negativas de z +i. ¢ Ctal es el valor de f(0(1) ?

2241

s serie de Laurent en las regiones: A ={z€ C,|z| <1} y
z J—

(iv) Desarrollar la funcién f(z) =
B={zeC,0<|z+1]| <2}

2241

2

(v) Obtener el desarrollo de Laurent de f(z) =
22—z

, validoen 1 < |z —i| < v/2.

(i) Designamos por S(z) a la funcién definida por la serie de potencias Y oo (—1)"4"2"*1 en su
disco de convergencia. Se pide:
(a) Calcular el radio de convergencia de la serie de potencias y su suma.

(b) Sea f(z) la funcién analitica que coincide con S(z) en su disco de convergencia. Determinar
el lugar geométrico de los puntos z que se transforman mediante f(z) en la circunferencia
de centro 0 y radio %

(c) Desarrollar f(z) en serie de potencias positivas de z — i.
(d) Calcular f7 f(2)dz, siendo v(t) = €' | t € [0, 27].

senh(z) 22— 2iz+1
23 en0<\z\<ooydef(z):m

(ii) Obtener el desarrollo de Laurent de f(z) = —
en 0 < |z| <1

2.6

1
Dada las series de Laurent: fi(z) = Z "oy falz) = Z (20)!" 2™ | determinar sus

.

—o0o<n<oo (21)|7’L| >
dominios de convergencia (coronas) y el valor de f7 fr(z)dz ; y=¢€",0<t<2m, parak=1,2 en
caso de convergencia de la serie correspondiente.

—oo<Nn<oo

2.7

Sea f(z) = 300 | con(2—20) " +3 00 cn(2—20)™ convergente en 0 < |z—zo| < Ry sea~y(t) = zo+5e™,
0 <t < 27. Calcular razonadamente I, = fw(z — 20)* f(2)dz para todo k entero (positivo y negativo).

2.8
2sen(z) si 240
(i) Dada la funcién f(z) = { 5 . . Demostrar que es holomorfa en algtin entorno de
si z=

z = 0 y hallar las expresiones de f'(z) y f”(z). Desarrollarla en serie de potencias positivas de
z, y calcular su radio de convergencia.



(ii) Calcular el radio de convergencia de la serie 2% i 2", si By, es la enésima derivada en z = 0
Z_ 240
de la funcié =4 ¢t
e la funcién f(z) { 7 Llo

2.9

Obtener todas las representaciones posibles de la funcién:

3z+1

& =a=5659

en serie de Laurent de potencias de z, estudiando los distintos dominios de convergencia.

2.10

. . . ;" (2421
(i) Justificar razonadamente que las series ) - (2: )y > ) M= son convergentes. Obtener, en

cada caso, el nimero complejo resultado de dicha suma, escrito en forma binémica.

(ii) Obtener la suma y el dominio de convergencia de la serie de potencias ) | sy (2 +44)".

(iii) Desarrollar g(z) = =5, en serie de potencias positivas en un entorno de z = 3 y en serie de

Laurent en |z — 2| > 1.
1
ez +e* —1

(iv) Expresar la funcién f(z) = ————— en serie de Laurent en 0 < |z| < oo.
z

2.11

Dada la serie de potencias
o0

A n2
Z 3n—|—1 z—i—z)

(i) Determinar su dominio de convergencia.

(ii) Si f(z) designa la funcién analitica definida por la serie en su dominio de convergencia y f%(z)
su derivada cuarta, calcilese:

fw(z) N
d t) = — - 0<t<2
/722_’_12 con () ’L+26, <t<2rm

2.12

Se define la funcién f : (C — C mediante la férmula f(a) = f7 22dz siendo 7y el camino con origen
— f(a)
en 0 y final en a. Se plde.

(i) Demostrar que la integral no depende del camino elegido.

(ii) Calcular f(i) y f'(3).




